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Resumen

En la tesis se considera el problema de estimacion de las curvas de
rendimiento en la deuda soberana mediante un enfoque dindmico. El ob-
jetivo es realizar un andlisis diferente al que predomina en la industria
financiera mediante la inclusion de una gran cantidad de informacion
historica. Los modelos se fundamentan en la evolucion de la tasa de in-
terés mediante cierta clase de procesos estocdsticos y se deduce el precio
del activo que se denomina bono cupon cero. En el avance de la tesis se
incrementa tanto la complejidad de los modelos como de las técnicas de
estimacion de los pardmetros. Las aplicaciones de la tesis son en la deu-
da soberana en Uruguay en sus tres principales monedas. Los resultados
presentan diferentes fines, entre ellos se destaca la valuacion de derivados
financieros. La tesis finaliza con el estudio del riesgo de incumplimiento
de pago presente en la deuda soberana mediante el enfoque de modelos de
intensidad, lo que permite generar un nuevo indice de riesgo pais.

Abstract

The problem studied in this thesis is the estimation of the term structure
for sovereign debt using a dynamic approach. The objective is to perform
an analysis that includes a large amount of historic information, which
1s not the usual approach in the financial industry. The models are based
in the evolution of the interest rate by a certain type of stochastical pro-
cesses, and the price of the zero coupon bond is obtained. The complezity
of both the different models used and the parameter estimation techni-
ques increases through the thesis. As an application of this methods, the
Uruguayan sovereign debt for its three main currencies is studied. The
obtained results can be applied to different ends, such as valuation of fi-
nancial derivatives. In the last part of the thesis, the default rate for the
sovereign debt is studied using intensity models, which allows the cons-
truction of a new country risk index.
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Prodlogo

D esde mis inicios en la formacion académica universitaria me encuentro interesado en temas
relacionados a la aplicacion de la matemadtica en la economia, fundamentalmente en el
area de finanzas.

De manera general, es posible establecer que la matematica financiera se basa en disci-
plinas como la teoria de la probabilidad, estadistica, programacion y ecuaciones diferenciales
en derivadas parciales para proporcionar modelos y derivar relaciones entre las variables fun-
damentales como lo son el precio de activos, los movimientos del mercado y las tasas de
interés. Estas herramientas permiten obtener conclusiones que de otra manera son dificiles
de encontrar, en especial al utilizar nuevas técnicas computacionales que almacenan grandes
cantidades de datos y modelan diversas variables al mismo tiempo, al brindar la resolucion
de sistemas complejos.

En cuanto a los trabajos de investigacion que desarrollé en el area, en la tesis de Licencia-
tura en Matemadtica me propuse estudiar uno de los resultados tedricos méas importantes en
finanzas, en el cual se establece, bajo ciertas hipdtesis, la valuacion de un derivado financiero
que se denomina opcién europea. El resultado tedrico se obtuvo en 1973 por Fisher Black y
Myron Scholes y se publicé en el trabajo [10]. El modelo junto a sus extensiones, presentan el
cometido de valuar una opcién europea en el cual existe un activo subyacente (activo sujeto
a riesgo) cuya evolucién del precio no es conocida en ningin instante de tiempo futuro. Se
asume ademds, como contraposiciéon a la evolucién incierta del precio, la existencia de un
activo sin riesgo (cuenta de ahorro) con una tasa de interés constante, lo que resulta en una
evolucién determinista respecto al tiempo. Esta hipétesis se basa en el argumento de que la
variacion en las tasas de interés sélo genera un efecto de segundo orden en comparacién a la
variacion del precio del activo.

En la tesis de Maestria en Ingenieria Matematica, me propuse generalizar la tesis de la
Licenciatura en Matematica, a un modelo que proporcione la posibilidad de discontinuidades
en la evolucion futura del precio del activo. En el trabajo se estudia la evolucién del ddlar en
el mercado uruguayo en el cual existe un riesgo inherente de devaluacién (aumento abrupto
en su precio) en algin momento del tiempo. Los modelos estocasticos utilizados fueron los
procesos de Lévy, los cuales son una herramienta importante para construir modelos en tiem-
po continuo con trayectorias discontinuas. El enfoque del trabajo permitié estimar el riesgo
cambiario crediticio, que se define como la pérdida esperada al otorgar préstamos en moneda
extranjera a agentes que tienen sus ingresos en moneda nacional.



Tesis de Doctorado

De manera general, los activos financieros en el mercado se clasifican en dos categorias.
Los activos que se definen como renta variable, que son aquellos que se caracterizan por no
existir certeza en los precios en ningin instante de tiempo. Esta situaciéon provoca que no se
conozcan las ganancias o las pérdidas (la tasa de rendimiento de la inversién) que genera el
activo. La ausencia de certeza en la evolucion del precio se debe a diversos factores, tanto
internos como externos al propio activo. Vale destacar que los activos analizados en la tesis
de Licenciatura y en la tesis de Maestria corresponden a esta categoria.

En la segunda categoria se encuentran los activos que se denominan de renta fija. Estos
activos financieros se caracterizan por la obligacion del emisor a realizar una cierta cantidad de
pagos, de montos conocidos en determinados periodos de tiempo establecidos con anterioridad.
Estos pagos se conciben como la devolucién del capital junto a sus intereses.
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Capitulo 1
Introduccion

1 objetivo principal de la tesis de Doctorado en Matematica se basa en el analisis de un
E activo financiero que pertenece a la categoria de renta fija. De manera muy simplificada
es posible establecer que los activos de renta fija presentan similares caracteristicas que los
préstamos, con la diferencia de que la deuda total del emisor se reparte entre una gran canti-
dad de agentes que poseen parte de ella.

Es de destacar, que el nombre de esta categoria se debe a que la tasa de rendimiento que se
obtiene en la inversién es determinista si se conserva el activo financiero hasta su vencimiento.
Sin embargo en el transcurso del tiempo, el precio del activo en el mercado presenta incerti-
dumbre ya que depende de la evolucién de diferentes variables. Por lo cual, existe un riesgo
asociado a este tipo de activos debido a desconocer el precio en cualquier tiempo anterior a
su vencimiento, por lo cual se torna necesario obtener métodos de valuacién.

En la categoria de renta fija existen diversas clasificaciones de los activos financieros que
la integran, la més destacada para la tesis es la que divide segin la caracteristica del emisor
entre deuda publica y deuda privada.

Deuda Soberana

La tesis se centra en los activos financieros de renta fija que emite un pafs. Se define la
deuda soberana como el conjunto de la deuda publica que mantiene un pais con respecto a
sus acreedores.

Los paises al elaborar sus presupuestos nacionales, establecen tanto los ingresos como los
egresos esperados en cierto periodo de tiempo. De manera general es posible establecer que
la principal causa de ingresos es el cobro de impuestos y de egresos es el gasto vinculado a los
servicios brindados por el estado. Es muy frecuente que se produzcan desajustes entre ellos y
en el caso que los egresos sobrepasan a los ingresos sucede lo que se denomina déficit fiscal.
Este déficit es necesario que se asimile de alguna manera, una de las posibles medidas que se
aplica es recurrir al endeudamiento piblico.

En cada pais existen entidades que se encargan de gestionar la emision de deuda, al esta-
blecer los tipos de contratos a emitir, las fechas de emisiones, los plazos de vencimientos, la
cantidad de deuda neta y las condiciones en el repago. Esto se debe a que es necesario que el
gobierno controle la evolucién de su endeudamiento para equilibrar sus metas y los niveles de
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1.1. Deuda Soberana Tesis de Doctorado

deuda presentes y futuros.

En cuanto a la gestién de la deuda soberana, el estado tiene una variedad de activos fi-
nancieros disponibles para emitir, destacdndose la emisién del activo que se denomina bono
soberano. Estos activos de renta fija se dividen principalmente en dos categorias: bono cupén
cero y bono con cupén. En el primero se determina un tnico pago en el vencimiento y en
el segundo el emisor se compromete a pagar una cierta cantidad que se denomina cupon en
determinados periodos de tiempo y una cantidad final denominada principal o valor nominal.

El mercado financiero en que se emite la deuda soberana se denomina mercado primario,
siendo el inico momento en el que los paises emisores adquieren los fondos. Los mecanismos
para la emisién de la deuda soberana son diversos, actualmente la subasta piublica es una de
las principales, en la cual cada agente realiza ofertas al emisor y se adjudica a los mejores
oferentes procurando minimizar el costo total. Existen procesos especificos en diferentes paises
pero de manera general se establece que en la subasta ptblica se pueden presentar dos clases
de solicitudes de compra por parte de los agentes: las competitivas y las no competitivas. En
la primera se presenta el precio al que esta dispuesto a comprar el activo y el emisor decreta
el precio minimo que acepta recibir y rechaza todas las propuestas a precios inferiores. En la
segunda se acepta el precio promedio ponderado que resulte de la emisién. Por mayor infor-
macién en este mecanismo de emisién de deuda soberana ver [21].

Los activos soberanos que se emitieron con anterioridad se transan en el mercado secunda-
rio. En este mercado, el precio de los activos varia en cada transaccion lo que provoca cambios
en la tasa de rendimiento de la inversion. Esta circunstancia es la que da origen a la tesis
al proponer analizar de manera dindmica la evolucién de las tasas de interés de los activos
financieros de renta fija.

Los factores que inciden en la evolucion de las tasas de interés resultan tanto del andlisis
de las variables en el mercado primario como secundario. La demanda de activos soberanos
de renta fija es influenciada por el nivel crediticio del emisor, la liquidez de los activos que la
integran, el nivel de incertidumbre en la evolucion del repago por parte del emisor, el tipo de
cambio y las tasas de interés esperadas en las diferentes inversiones. En cuanto a la oferta de
activos soberanos se destacan las finanzas de los estados, las oportunidades de costos y be-
neficios en el momento de emision y el valor esperado de diversas variables macroeconémicas
como lo pueden ser la tasa de inflacién y el tipo de cambio.

Una de las caracteristicas mas importantes del mercado secundario es el nivel de liquidez
que presenta por la relevancia que genera en el avance del mercado primario. En el mercado
secundario existen diferentes agentes involucrados, diferentes regulaciones y plataformas para
realizar la transaccion de los activos. De manera general es posible establecer que existen dos
clases de mercados: el mercado organizado y el mercado no organizado (over the counter).
En el primero, las transacciones se realizan a través de cierta institucion financiera denomi-
nada cdmara de compensacion que es la encargada de realizar los pagos y la liquidacién de
las transacciones. En el segundo caso, generalmente existen contratos de caracter individual
entre dos agentes.
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Deuda soberana en Uruguay

Desde el origen como estado la deuda soberana en Uruguay tiene una gran importancia en
las finanzas publicas. El endeudamiento publico se comenzd a utilizar para la reconstruccién
de los danos provocados por guerras civiles y de financiacién de los grandes déficit fiscales
que se generaron especialmente por la existencia de un sistema tributario fragil. Existen re-
gistros que en 1864 y en 1871 se realizaron préstamos en Londres, pero fue a partir de 1883
que la deuda soberana pasé a ser la principal forma de endeudamiento publico. La cronologia
histoérica de la deuda desde los inicios se describe en varios trabajos académicos, entre ellos
se destacan [4], [21] y [50].

En la historia reciente de la evolucion de la deuda, el andlisis se enfoca posterior a la crisis
econémica de 2002. Durante esta crisis, el endeudamiento neto se desplazé desde los 9100
a 11400 millones de ddélares, valor que representaba aproximadamente el 120 % en relacién
al Producto Bruto Interno (PBI). La elaboracién de politicas publicas de gestién de deuda
permitieron mejorar estos umbrales, las cuales se examinan en el trabajo [47].

En los cambios que se generan en el perfil de la deuda en los ltimos 15 afios se destacan
fundamentalmente dos caracteristicas: la nueva estructura de deuda soberana a vencimientos
largos, ver figura [1.1} v el cambio en la composiciéon de la deuda por moneda, ver figura [1.2
La primera se debe a las grandes emisiones de deuda a mediano y largo plazo y la segunda
a las emisiones de los ultimos anos en activos en moneda nacional. Si se adiciona al andlisis
la cantidad de reservas que preserva el estado y la disponibilidad de créditos contingentes
con organismos internacionales se vislumbra que la deuda soberana presenta bajo riesgo de
liquidez en la actualidad. Es decir, se encuentran disponibles los activos necesarios para hacer
frente al pago de los interéses y las amortizaciones de la deuda.
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Figura 1.1: Perfil de la deuda soberana en Uruguay en marzo de 2018.

Con el fin de comprender la situacién actual de la deuda soberana, se destaca que Uruguay
presenta un alto déficit fiscal, el cual es persistente en los tiltimos anos y provoca un aumento
en la deuda soberana. En los ultimos 10 anos, la deuda bruta crecié més del doble de manera
nominal. Sin embargo, la evolucién de referencia para el andlisis no es la deuda nominal sino
que es la deuda en relacién al PBI. En 2005, la deuda neta representé el 64.7 % del PBI y en
setiembre de 2017 el 42.0 %, lo que se justifica en parte por el crecimiento del PBI en estos
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Figura 1.2: Evolucién trimestral de la composiciéon de la deuda soberana por moneda desde
2007.
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anos que evolucioné desde 17403 a 57047 millones de ddlares. Este valor presenté su minimo
en 2013 al alcanzar el 33.5% y en los ultimos anos aumenté de manera regular.

A su vez, segun el reporte publicado en marzo de 2018 por la Unidad de Deuda del Mi-
nisterio de Economia, el monto de la deuda uruguaya alcanza los 29364 millones de délares.
La deuda estd compuesta por 2505 millones de délares en préstamos (9 %) y 26859 millones
de ddlares en la emisién de activos soberanos (91 %). Sélo el 25% de la deuda uruguaya se
encuentra bajo la jurisdiccién uruguaya, el restante 75% de la deuda se encuentra en una
jurisdiccién distinta, basicamente en Estados Unidos. También se establece en el reporte que
1.788 millones de ddlares se amortizan en el ano 2018 y se pagan de interéses 1.724 millones
de ddlares. En lo que refiere a la composicién de la deuda por moneda, el 52 % est4 nominada
en moneda nacional (Pesos, Unidades Indexadas y Unidades Reajustables) mientras que el
restante 48 % se encuentra en monedas extranjeras (Délares, Euros y Yenes). Otras referencias
a la deuda soberana se encuentran en la figura [1.3

W Bows Globaes VIE (39%)
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B TasaVarable ME O <laio 0 Bows Locales VE (2%)
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Figura 1.3: Diferentes clasificaciones de la deuda soberana en Uruguay. A la izquierda mediante

tipo de tasa de interés, al centro mediante plazo de vencimiento y a la derecha mediante
instrumento.
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Bolsa de Valores en Uruguay

A partir de la ley No 18.627 (Ley de Mercado de Valores), las bolsas de valores se encuen-
tran reguladas y supervisadas por la Superintendencia de Servicios Financieros del Banco
Central del Uruguay (BCU). De acuerdo a la ley, las Bolsas de Valores son entidades que
tienen por objeto proveer a sus miembros los medios necesarios para que puedan realizar de
manera eficaz las transacciones de valores.

En la actualidad, las bolsas de valores autorizadas en el Uruguay son la Bolsa de Valores
de Montevideo (BVM) y la Bolsa Electrénica de Valores del Uruguay Sociedad Anénima
(BEVSA). Estas instituciones presentan como principal funcién la de brindar la plataforma
necesaria para la realizacién de los procesos de colocacién, transaccién y custodia de valores
publicos y privados.

Curvas de Rendimiento

En la seccidn [1.1] se establece que la evolucion temporal en las tasas de interés depende
tanto de las nuevas emisiones en el mercado primario, como de las transacciones de activos
financieros que integran la deuda soberana en el mercado secundario. En cada mercado fi-
nanciero existen una gran cantidad de activos que se diferencian entre si esencialmente por
la moneda de emisién y el vencimiento. Los activos que presentan el mismo riesgo crediticio,
misma liquidez y mismas caracteristicas en las clausulas del contrato tienen diferentes tasas
de rendimiento lo que se debe principalmente a sus diferentes vencimientos. Por esta razon, el
vencimiento del activo se percibe como un importante determinante en la tasa de rendimiento.

Se establece que la curva de rendimiento (term structure) es la funcién que relaciona la
tasa de rendimiento con el vencimiento en el bono soberano en una determinada moneda. En
este caso, se entiende tasa de rendimiento (yield to maturity) como aquella tasa de interés
que iguala el valor presente del flujo futuro del activo al precio que se transa en el mercado.

La utilidad de la curva de rendimiento presenta varias perspectivas. Desde el andlisis ma-
croeconomico, las autoridades monetarias extraen informacién sobre las expectativas de tasas
de interés y tasas de inflacion futuras del mercado con el fin de planificar politicas ptublicas.
Desde el analisis financiero existen diferentes alternativas, entre ellas se destacan los estudios
de sensibilidad en activos dentro de un portafolio de renta fija y la valuacién de otros activos
como son los derivados financieros.

La curva de rendimiento es una funcién con respecto al vencimiento que de manera empiri-
ca se observa solo en ciertas fechas especificas de vencimiento. En las ultimas décadas, la pro-
fundizacién en los modelos tedricos y los métodos de estimacién se transformé en un area de
desarrollo matemaético. La pregunta natural es, si existen modelos que presentan propiedades
especificas con respecto a los demdas. La respuesta general es que no existen tales modelos y
que dependen de su utilidad y de la naturaleza de los datos que son utilizados en la estimacion.
Esta situacién presenta como consecuencia que si bien los agentes financieros tienen su mo-
delo de referencia para el analisis, se encuentran interesados en la investigacion en estos temas.
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En una exploracién del mercado uruguayo, las bolsas de valores en Uruguay publican
estimaciones diarias de curvas de rendimiento en el mercado. Cada institucién, presenta un
informe técnico en el cual se establece la metodologia de estimacién y ciertos criterios que
emplean en la construccién de las curvas de rendimiento. También existe una metodologia im-
plementada en el Banco Central del Uruguay, que si bien no se comporta como una habitual
curva de rendimiento, es un criterio de fijaciéon de precios para todos los activos emitidos por el
estado uruguayo. Los precios se publican de manera diaria y presentan una vital importancia
en el mercado financiero uruguayo debido a que las Administradoras de Ahorro Previsional
(Afap) y las empresas de Seguros y Reaseguros se encuentran obligadas a utilizar tales precios
para la valuacién contable de los activos que se forman parte de sus portafolios de inversién.

Existe evidencia empirica de relacién entre la fijacion de precios y la eficiencia que pre-
senta el mercado financiero debido a que criterios adecuados en la valuacién de los activos
permiten comprender los riesgos asociados. La propuesta de la tesis se basa en realizar un
analisis profundo tanto en los modelos como en los métodos de estimacion de las curvas de
rendimiento en el Uruguay. Por este motivo, la tesis se fundamenta en una amplia btisqueda
de modelos y de métodos de estimacion.

Modelos Estaticos

En las dltimas décadas, el estudio en temas relacionados a la estimacion de las curvas de
rendimiento se generaliz en busca de diferentes alternativas. El problema principal radica en
que en el mercado de renta fija no existen activos para todos los vencimientos posibles, por lo
cual se transforma en un problema de interpolacion.

La perspectiva mas utilizada en los mercados financieros es la estimacion estdtica en la
cual se analiza de manera transversal a todos los activos transados en un determinado mo-
mento. Es decir, no se explora la evolucién histérica de las tasas de interés

Dentro de los modelos estaticos existen diferentes enfoques para abordar el problema. En
la presente seccién se analizan los dos métodos mas utilizados en la industria, que a su vez
coinciden con los utilizados por las bolsas de valores en Uruguay. Es importante destacar que
cada uno de los modelos se desarrolla en el contexto de todas las diferentes definiciones de
tasas de interés aunque, en esta seccion, se establece la teoria de cada método en su entorno
mas habitual. En el primer método, los modelos se desarrollan con respecto a su funcién de
descuento (en el precio de los bonos cupén cero) y en el segundo método con respecto a las
tasas forward instantaneas.

Métodos de estimacion mediante splines

En el inicio de la investigacion en esta area se utilizaron técnicas de ajuste de curvas (spli-
nes) con el fin de extender a todos los tiempos lo que sucede en el mercado. Estas técnicas
presentan gran valor por su caracter general aunque ellas tienen como critica que en ciertas
circunstancias cuanto mayor ajuste a los precios de mercado se obtiene menor regularidad en
las diferentes curvas asociadas de tasas de interés. Los movimientos bruscos que pueden pro-
ducirse en las curvas de rendimiento no tienen sentido econémico, es decir se espera que todas
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1.3. Modelos Estaticos Tesis de Doctorado

las curvas de rendimiento presenten movimientos graduales con respecto a los vencimientos.

El método es general y se basa en encontrar una funcién d(7") desconocida desde un con-
junto de N + 1 coordenadas {to,...,tn} (puntos vértices) con sus correspondientes valores
{d(to),...,d(tn)} al imponer ciertas restricciones de suavidad en el intervalo [to, tx]. En este
andlisis, la funcién d(T") representa la funcién de descuento del mercado, es decir, el precio de
un bono cupdén cero para todos los vencimientos.

Existen diferentes técnicas para abordar el problema desde esta perspectiva, las mas sim-
ple es considerar a la funcién d como aquel polinomio de grado N que pasa por todos los
puntos considerados. Esta opcién tiene como critica principal la forma de la funcién que se
obtiene en muchos casos estimados. Debido a esto, la propuesta es ajustar varios polinomios
de menor grado que pasen por determinados puntos, que en principio pueden ser diferentes
a las coordenadas de los puntos de los datos. En el caso en que estos conjuntos de puntos
coincidan, lo que hace los splines es unir los valores de la funciéon en esos puntos mediante
polinomios de grado k (k = 1 lineales, k = 2 cuadréticos, k = 3 ctbicos, entre otros). De
acuerdo a la cantidad de parametros establecidos en la funcién, es necesario agregar ciertas
condiciones, que tienen el objetivo de suavizar las funciones en los puntos vértices.

Si se considera un conjunto de gran dimensién de puntos vértices el nimero de parametros
a estimar es excesivo, por lo cual con el fin de reducir dicho niimero se desarrolla el método que
se denomina B-splines cubicos. En este método se fija con anterioridad una base de polinomios
de grado 3 y se establece que la funcién d(T") es una combinacién lineal entre los polinomios.
Se consideran ¢ + 1 puntos diferentes g < t; < ... < ¢, en el perfodo de tiempo de andlisis
y se agregan tres puntos mas antes del inicio t_3 < t_o < t_; y tres puntos més después del
final t441 < tg42 < tg43. Los ¢ + 3 polinomios que forman parte de la base B-spline son las
funciones 1)y, en el intervalo [tg,t,] dadas mediante

k+4

¢%CT)==§:( II

i=h =kt

1
)ah¢ﬁ$ k=—3,-2... ,q—1.
—

El elemento ¢, de la base de B-splines es un polinomio cibico que toma valores estricta-
mente positivos en el intervalo [tg,tx+4] ¥ es cero fuera de él. En cada valor de T' del dominio
[to, tq] existen sdlo cuatro polinomios diferentes de cero. Por mas detalles en el método de
B-spline ctbicos, ver [28] y [35].

Se establece que la curva de descuento del mercado se obtiene mediante una combinacién
lineal de las funciones de la base, es decir la funcién

q—1

k=—3

Si se denota a P como el vector de precios del mercado de los n activos que se utilizan en
la estimacién; a C' como la matriz de dimensién n x N (N es la cantidad total de tiempos de
pagos entre todos los activos) en la cual la fila j establece los flujos de fondos del activo j;
a ¥ como la matriz de dimensién N x m (m = ¢ + 3) donde la columna ¢ es la funcién
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evaluada en cada tiempo y a © como el vector de dimensién m x 1 de parametros del modelo.
El problema resultante es estimar los parametros mediante la optimizacion

min |P — CTO%
©eR™
En el caso de Uruguay, la mayoria de los activos son bonos soberanos de vencimientos a
largo plazo que presentan pagos intermedios mediante los cupones, por lo cual se obtiene que
q < N. Si se aumenta la cantidad de puntos ¢ la capacidad de ajuste mejora no obstante no
sélo se agregan mas parametros en la estimacién sino que se repite el compromiso entre ajuste
y suavidad en las curvas de rendimiento.

Métodos de estimacién mediante funciones

El segundo método que se establece es el que considera el ajuste de la funcién desconocida
a curvas paramétricas predeterminadas. Estos modelos no utilizan varios polinomios para el
ajuste sino que existe una tunica funcién definida en todos los vencimientos. Las dos ventajas
que presentan estos modelos frente a los modelos de splines es la menor cantidad de parame-
tros involucrados en la estimacién y la suavidad de la curva de rendimientos que se obtiene.
El desarrollo de estos modelos se realiza en la tasa de interés forward instantanea (se define
matematicamente en la seccién , la cual es la tasa de interés que genera una inversién que
se realiza en un tiempo futuro con horizonte temporal que tiende a cero.

La diferencia entre los modelos en este método de estimacién radica en la eleccién de
la funcién. En esta seccion se desarrollan los dos modelos mas utilizados en la estimacion
de curvas de rendimiento mediante este enfoque. La estimacion de los pardmetros se realiza
mediante la minimizacién de diferencia entre las tasas de interés del mercado y las tasas de
interés del modelo, que se ejecuta a través de algoritmos de optimizacién no lineales.

En el trabajo [51], Charles Nelson y Andrew Siegel asumen que la forma de la funcién de la
tasa de interés forward instantdnea f(t,7') en el momento t para tiempo 7" es dada mediante

_T T _T
f&.T)=a+pe n +y—e m; (1.1)
T1
donde los parametros «a, 3, v y 71 son coeficientes que cumplen 71 > 0.

La funcién que se determina mediante la ecuacion es capaz de capturar una variada
gama de formas de curvas de rendimiento que se observan en el mercado. Esto se debe a que
la funcién f(¢,T") consta de tres sumandos en el cual cada uno aporta diferentes caracteristi-
cas. El primer sumando es una funcién constante que tiene su mayor importancia en el largo
plazo; el segundo sumando es una funcién exponencial decreciente que tiene importancia en
la pendiente de la funcién y el tercer sumando es una funcién positiva que comienza en cero,
tiene limite cero en infinito y que presenta un tnico maximo el cual tiene importancia en la
curvatura.

Al analizar el rol de cada parametro, se examina la ecuacién (|1.1)). Cuando el vencimiento
T tiende a infinito, la pendiente y la curvatura tienden a cero, por lo cual se observa que el
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pardmetro « se interpreta como la tasa de rendimiento de largo plazo. En cambio, cuando
el vencimiento tiende a cero sdlo la curvatura tiende a cero y se obtiene que la suma de los
pardmetros (a+ ) se interpreta como el rendimiento a corto plazo. Por lo tanto, si es negativo
tiene pendiente inicial positiva y si es positivo tiene pendiente inicial negativa. La curvatura
se controla a través del pardametro v y el maximo o minimo de la funcién a través el parametro
71. En general, si se cumple |3] > |y| la funcién es mondtona y en caso contrario existe un
punto estacionario, el cual cuanto mayor sea la diferencia en valor absoluto entre || y |3| més
se realza la curvatura (concavidad o convexidad) de la funcién.

Desde la existencia de este modelo, varios otros han sido propuestos al incorporar mayor
flexibilidad. La extensién mas popular es el modelo propuesto por Lars Svensson en el trabajo
[52] bajo el costo de agregar dos pardmetros més al modelo. En el modelo propuesto, a
la ecuacién (1.1) se le agrega un sumando responsable de permitir otro punto de inflexién
adicional. Es decir,

_T T _T T _ T
f&,T)=a+pe 7 +y—e ™ +0—e 72;
71 T2

donde los pardmetros «, 3, 7y, §, 71 y T2 son coeficientes que cumplen 71 > 0y 7 > 0.

Los roles que cumplen los parametros en este nuevo modelo son similares a los que cumplen
en el modelo de Nelson-Siegel. A causa de la gran flexibilidad que presentan las funciones
exponenciales el modelo tiene como consecuencia la posibilidad de obtener resultados de curvas
monotonas crecientes, decrecientes, formas de U y formas de S.

Estimacion de Modelos Estaticos en Uruguay

En la seccién [I.3] se establece que existen diferentes métodos de estimacion estdtica de las
curvas de rendimiento y se desarrollan los dos enfoques que utilizan las bolsas de valores para
la publicacién de las curvas de rendimiento en el mercado uruguayo.

En el caso de la BEVSA se publican a diario las curvas de rendimientos en las tres prin-
cipales monedas de emisién de la deuda soberana en Uruguay (délares, unidades indexadas y
pesos uruguayos). El enfoque de estimacién que utilizan es el método de spline, en particular
B-spline. En el caso de la BVM, la tinica la curva de rendimiento diaria que se publica es en
unidades indexadas. El enfoque de estimacion que utiliza es el método mediante funciones, en
particular el método de Svensson. A su vez, el BCU publica de manera diaria los precios de
todos los activos que circulan en el mercado mediante la aplicacién de un criterio de valuacién
preestablecido, en el denominado Vector de Precios.

Para analizar las dos curvas de rendimiento publicadas en el mercado en Uruguay y las
tasas de rendimiento inducidas por los precios publicados por el BCU se considera el caso de
la deuda soberana en unidades indexadas el dia viernes 09 de marzo de 2018. En esta fecha,
existen en circulaciéon 5 bonos globales con vencimiento entre los anos 2018 y 2037 y 11 notas
de tesoreria con vencimiento entre los anos 2018 y 2030. En la figura se encuentran las
curvas publicadas por ambas bolsas de valores y las tasas de rendimiento derivadas de los
precios de los activos publicados por el BCU.
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Como se deduce de la figura|[1.4] existe una gran disparidad entre las curvas de rendimien-
tos publicadas en ambas bolsas de valores para un mismo dia. Las tasas de rendimiento de los
precios publicados por el BCU se encuentran en niveles razonables salvo la nota de tesoreria
serie 16 que presenta un alto rendimiento para su vencimiento el 27 de enero de 2019 (menos
de un ano).

w
9
g +
o -
§ g 7] R c /"‘/’
E A
S y,
§ w /‘4'
C o7 a /
S
; i
& g _ ‘F.f + ---- Curva BVM
7
2 Curva Bevsa
th/ + Notas de Tesoreria
[ & Bonos Globales
o T T \ T
0 5 10 15 20

Vencimientos

Figura 1.4: Informacion publicada en el mercado uruguayo por distintos agentes el dia viernes
09 de marzo de 2018.

En el mercado uruguayo existe el portal Mercado Bursdtil del Uruguay, el cual tiene co-
mo proposito la consolidacién de la informacién que se genera en ambas bolsas de valores.
El portal establece que en el dia analizado, los tinicos activos en unidades indexadas que se
transaron en el mercado local fueron cuatro bonos globales de vencimientos en los anos 2018,
2027, 2028 y 2037 y la nota de tesoreria serie 19 (vencimiento en el afio 2022).

En la actual seccidn se implementan el método de B-spline, el método de Nelson-Siegler
y el método de Svensson con el fin de comparar los resultados con la informacién publicada
en el mercado. Se estiman en diferentes casos las curvas de rendimiento en los tres mode-
los implementados. En todas las estimaciones se utilizan los cinco activos transados en el
mercado y se adicionan otros en cada caso. En la primera estimacién, se agregan las cinco
notas de tesoreria que presentan mayor circulante (sin utilizar la serie 16). En la segunda
estimacién, se agregan el bono global de vencimiento en el afio 2030 y cuatro notas de te-
soreria que si bien no son las de mayor circulante son las que generan mejor distribucién de
vencimientos en los activos utilizados. En la tercera estimacion, se utilizan todos las tasas de
rendimiento inducidas por el Vector de Precios publicadas por el BCU (sin utilizar la serie 16).

Las curvas de rendimiento estimadas se encuentran en la figura y los parametros aso-
ciados a las estimaciones mediante funciones se encuentran en el cuadro [[L1l Las conclusiones
que se obtienen en la implementacion de las estimaciones realizadas en los tres modelos es que
las curvas de rendimiento mediante el método estatico dependen fuertemente de los activos
utilizados sin importar cual sea el método que se aplique y que las diferencias en magnitud en
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Figura 1.5: Estimaciones de curvas de rendimiento en modelos estaticos para el dia
09/03/2018. A la izquierda la primera estimacion, a la derecha la segunda estimacién y abajo
la tercera estimacion.

ciertas tasas de rendimiento son notorias en todos los casos. Vale destacar que la forma de las
curvas de rendimiento se conservan tanto en el modelo de B-spline como en el modelo de Svens-
son. A su vez, los pardmetros estimados en los métodos mediante funciones se encuentran en el
cuadro[I.I]y se obtiene una gran variabilidad entre ellos dentro del mismo modelo. Los cuales
no coinciden con la interpretacion teérica de cada pardmetro que se establece en la seccién|1.3

Para finalizar, al comparar las estimaciones en el modelo de B-spline con la curva de
rendimiento publicada por BEVSA (que se estima mediante este modelo) se advierte que si
bien la forma es la misma, ninguna de las tres estimaciones presentan tasas de rendimiento
similares en todos los vencimientos. En el caso de las estimaciones en el modelo de Svensson
con la curva de rendimiento publicada por BVM, se obtiene que ni la forma ni las magnitudes
coinciden en ningin caso. Esto se debe a que si bien las bolsas de valores establecen los
criterios generales que son utilizados en la construccién de las curvas de rendimiento, existen
aspectos en la elaboracién que no son aportados; motivo por el cual no es posible reconstruir
sus curvas publicadas. Uno de los inconvenientes més visible que se presenta y que genera
variabilidad en las curvas de rendimiento, es no establecer de manera certera cuales son y
bajo que circunstancias se utilizan los diferentes activos del mercado.

21



1.4. Estimacion de Modelos Estaticos en Uruguay

Tesis de Doctorado

| |NS.1| Sv.1 |[NS.2| Sv.2 |N.S.3| Sv. 3
a| 3572 | 7.251 | 0.046 | 11.564 | 0.673 | 14.067
B | 35793 | -3.981 | 1.738 | -8.353 | 0.835 | -11.751
v | -50.421 | -8.595 | 8.124 |-11.631 | 7.662 | -10.501
T | 0213 | 1213 | 9.613 | 1413 | 8013 | 1.813
5| — |-1132| — |-23171| — | -29.836
| — |15613 ] — |13013 | — | 13813

Cuadro 1.1: Estimacién de pardmetros en los modelos de Nelson-Siegel y Svensson.
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Capitulo 2
Modelos Dinamicos (Gaussianos

n el desarrollo de la tematica en curvas de rendimiento es importante abordar el problema
E desde el punto de vista dinamico. Existen grandes desarrollos tedricos que intentan captar
el comportamiento dindmico de las tasas de interés desde diferentes enfoques. La valuacién
dindmica de activos de renta fija se denomina modelos de curva de rendimiento dindmicos o
modelos de tasas de interés.

El objetivo general es establecer modelos tedricos estocéasticos que tiendan a represen-
tar el comportamiento de las diferentes curvas de rendimiento respecto al vencimiento. La
comprension en los procesos estocasticos que se utilizan se torna de vital importancia para
interpretar la evolucién en cada uno de los modelos, lo que permite tal vez establecer ventajas
comparativas en alguna clase de modelos.

Este andlisis implica el estudio de algunas series de tiempo de tasas de rendimiento de cier-
tos activos financieros en contraposicién a los modelos estaticos en los cuales se analizan las
tasas de rendimiento de varios activos de manera transversal. El objetivo es que la estimacién
de las curvas de rendimiento no dependa de manera considerable de los activos seleccionados;
lo que se aspira mediante el aumento de la informacién que se utiliza.

En el capitulo se introducen de manera gradual una variedad de modelos de tasas de in-
terés que permiten valuar desde precios de bonos cupoén cero a derivados financieros exéticos
que presenten como activo subyacente las tasas de interés. El capitulo se inicia con la investi-
gacion sobre que caracteristicas en los modelos son posibles aplicar en el mercado uruguayo.
Se plantea una primera aproximacion al problema de modelacién de manera estocéstica, el
cual se restringe a los modelos gaussianos que presentan férmulas cerradas para los precios
de los bonos cupdn cero. La principal ventaja que presentan estos modelos es su tratabilidad
analitica pero la principal desventaja es la probabilidad no nula de que las tasas de rendi-
mientos sean negativas. Parte de los resultados que se presentan en el capitulo dieron origen
al trabajo [48].

Definiciones Previas

Para desarrollar la teoria sobre las tasas de interés es necesario brindar el marco matemaéti-
co adecuado para realizar varias definiciones basicas que deben ser introducidas de manera
consistente las cuales se originan desde un activo financiero base que se denomina bono cupdn
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cero. Estas definiciones permiten utilizar herramientas de cédlculo estocastico en los modelos.

Definicion 1. Un bono cupon cero de vencimiento en tiempo T es un activo financiero que
garantiza a su propietario el pago de una unidad de dinero en tiempo T sin pagos intermedios.
El precio de este activo en tiempo t < T se denota mediante P(t,T).

Desde la definicién [1] se obtiene que el bono cupoén cero es una funcion de dos variables que
son t y T, en el cual cada uno juega un rol diferente. Al fijar el tiempo ¢, la funcién P(¢,T)
es una funcién que cumple ciertas propiedades de regularidad. En cambio al fijar T, P(¢,T)
es un proceso aleatorio cuya trayectoria es irregular.

Se destaca que el bono cupoén cero se considera la base de la teoria de las tasas de interés
debido a que es muy importante para establecer el valor presente de cualquier otro activo
financiero. Para que las definiciones tengan sentido, es necesario establecer tres hipdtesis que
garantizan la existencia de un mercado teérico de bonos cupén cero:

= existen bonos con vencimiento en tiempo T', para cada T > 0;
» la relacién p(t,t) = 1 se cumple para todo ¢ > 0;
» para cada t fijo, el precio p(t,T') es diferenciable con respecto al vencimiento 7.

La primera hipétesis se establece para que las definiciones tengan sentido en todos los
vencimientos, la segunda hipétesis es necesaria para evitar el arbitraje en el mercado que se
genera y la tercera hipdtesis se considera con el fin de que las curvas de precios cumplan
propiedades de regularidad.

Desde este mercado de bonos cupén cero es posible establecer las definiciones de tasas de
interés. Las tasas de interés se clasifican de varias maneras pero en el capitulo se utilizan dos
distintas. La primera es de acuerdo al tiempo en que se realiza la inversién (spot o forward)
y la segunda es de acuerdo a si los intereses que se obtienen se agregan o no al capital para
generar nuevos intereses (simple o compuesta). Las definiciones se establecen al respetar la
primera clasificacion, aunque también la segunda presenta un importante rol. En cada una, se
incluye entre paréntesis una forma alternativa que en varias oportunidades es de gran utilidad
para comprender su origen.

Definicién 2. La tasa de interés spot simple L(S,T) en tiempo S con vencimiento en tiempo
T > S cumple

1 1-p(S,T) o 1
TS 5T <1+L(S,T)(T S)_p(s,T)>'

Definicién 3. La tasa de interés spot compuesta anualmente Y (S,T) en tiempo S con ven-
cimiento en tiempo T > S cumple

L(S,T) :=

V(S,T) = — 1, <(1 Y8, T) TS = ! )
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Definicion 4. La tasa de interés spot compuesta k veces en el anio Yk(S, T) en tiempo S con
vencimiento en tiempo T > S cumple

Y*Q&Jﬂ::—————k——T—f—k; <(1+_Y*0&73)MT—S): 1 >'
[p(S, T)|FT=5)

Definicién 5. La tasa de interés spot compuesta R(S,T) en tiempo S con vencimiento en
tiempo T > S cumple

R(S,T) := _w; (eR(S,T)(TS) _ 1 >

T-S p(S,T)

Existen relaciones entre las definiciones de las tasas de interés, entre ellas se destaca que
la tasa de interés spot compuesta es posible alcanzarla como el limite de la tasa de interés
spot compuesta k veces en el afio al hacer k tender a infinito.

Al progresar en las definiciones de otras tasas de interés, se establece una estrategia basada
en argumentos de arbitraje al agregar un tiempo adicional ¢ que cumple ¢ < S < T. La
estrategia se construye mediante cuatro pasos los cuales consisten en comprar y vender bonos
cupo6n cero de distintos vencimientos sin invertir ningtin capital inicial:

» en tiempo ¢ se vende un S-bono por el cual se obtiene p(t,.S) délares;
» se invierte el ingreso para comprar p(t, S)/p(t,T) T-bonos;

= en tiempo S se paga 1 délar;

» en tiempo T se recibe p(t,S)/p(t,T) ddlares.

Definicién 6. La tasa de interés forward simple L(t,S,T) en tiempo t para el tiempo inicial
S con vencimiento en tiempo T cumple

Lt 5.7) = gy PR (1 LS. D) - 5) = b S)).

(T-5) pt,T) p(t,T)

Definicién 7. La tasa de interés forward compuesta R(t,S,T) en tiempo t para el tiempo
iicial S con vencimiento en tiempo T cumple

R(t, S, T) — _logp(t, T) - logp(t, S) . <6R(t,S,T)(T—S) _ p(t, S) > .

T-S ’ p(t,T)

Las definiciones de las tasas de interés forward se consideran la generalizacién de las de-
finiciones de las tasas de interés spot, debido a que estas coinciden cuando el tiempo t en
las tasas de interés forward es el tiempo S en las tasas de interés spot, es decir por ejemplo

L(S,T) = L(S, S, T).

Para finalizar las definiciones de tasas de interés, se establecen las dos definiciones que son
pilares fundamentales en la modelacién que se aplica en la tesis. La primera corresponde a la
categoria de tasa forward y la segunda a la categoria de tasa spot. Estas tasas de interés se
obtienen cuando S — T en la definicién[7]y en la definicién [5]respectivamente. Las definiciones
corresponden a las tasas de interés que se generan en inversiones a muy corto plazo.
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Definicién 8. La tasa de interés forward instantdnea f(t,T) en tiempo t con vencimiento en
tiempo T cumple

dlogp(t,T)
t,T)=———"~—-,
Definicién 9. La tasa de interés spot instantdnea r(t) en tiempo t cumple
r(t) = f(t,1).

La tasa de interés spot instantanea del mercado (deﬁnicién@, permite definir la cuenta de
ahorro que es de gran utilidad en la modelacion. Este proceso representa las ganancias de las
inversiones libres de riesgo que se realizan en el mercado, las cuales se acumulan de manera
continua a la tasa de interés spot instantdnea que prevalece en el mercado en cada instante.

Definicién 10. La cuenta de ahorro en tiempo t, que se denota mediante B(t), es aquel
proceso cuya evolucion es dada mediante la ecuacion

dB(t) = r(t)B(t)dt, B(0) =1;
donde r(t) es la tasa de interés spot instantdnea del mercado en tiempo t.

A pesar de que todas las definiciones que se establecen se originan desde el activo finan-
ciero bono cupén cero (definicién , de manera empirica se confronta que en los mercados
financieros sélo una reducida proporciéon de la deuda soberana se encuentra emitida en este
activo (se asocia fundamentalmente a vencimientos a corto plazo). La gran proporcién de la
deuda soberana se emite en el activo financiero que se denomina bono con cupones, en el cual
existen pagos intermedios en el contrato y un pago final correspondiente al valor nominal.

Definicion 11. Un bono con cupones es un activo financiero que garantiza a su propietario
el pago de n cantidades c; en tiempos T; y un pago final en tiempo T,,. El precio de este activo
en tiempo t < T se denota como p(t,T).

Los pagos intermedios ¢; pueden ser fijos o variables. En la tesis se utilizan bonos con
cupones fijos y que la diferencia de tiempo entre los pagos intermedios A; = T; — T;_1 es
constante.

La generalizacion de algunas de las definiciones de tasas de interés al caso de bonos con
cupones es compleja, debido a que los pagos intermedios tienen que ser descontados mediante
diferentes tasas de interés en cada momento de tiempo. Sin embargo, es posible extender la
definicién tasa de interés spot compuesta (definicién 5) en bonos con cupén.

Definicién 12. El rendimiento al vencimiento z(S,T,,) en tiempo S de un bono con cupones

¢; que se pagan en tiempo T;, con i =1,...,n, cumple
i=n

p(S, Tn) = Z Ciefz(szTn)(Tz'*S)‘
i=1

Es decir, la tasa de rendimiento de un bono con cupones es la tasa de interés constante
2(S,T,) que iguala el precio del bono con el valor presente de los flujos futuros del activo. El
concepto de valor presente del flujo de pagos futuros es de gran utilidad debido a que admite
dividir un bono con cupones en n bonos cupon cero. Este atributo permite analizar los bonos
con cupones en el marco tedrico de los bonos cupén cero.
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Diferentes Enfoques de Modelacién de Tasas de Interés

La teoria de la modelacion dinamica en tasas de interés evoluciond en el tiempo al adecuar-
se a los nuevos activos que se desarrollaron en el mercado. En esta seccién, se destacan tres
enfoques en la modelacién que presentan caracteristicas diferentes y utilizan distintas clases
de datos del mercado para su estimacion. En la actualidad, se avanza de manera profunda
en los modelos que incluyen precios de derivados financieros en tasas de interés de acuerdo
al gran progreso en los mercados internacionales de renta fija. Sin embargo, la presente tesis
se basa fundamentalmente en los modelos de tasa de interés spot instantinea a causa de la
naturaleza de los datos disponibles para analizar la deuda soberana en Uruguay.

En cada enfoque, es esencial entender el comportamiento en la dindmica de varios de los
modelos que lo forman con el fin de comprender lo que engloba el mismo. Se desarrollan de
manera breve cada uno de los enfoques.

Modelos de tasa de interés spot instantanea

Este enfoque fue el pionero, en el cual se modela la tasa de interés spot instantanea
(definicién @ mediante una ecuacién diferencial estocastica. La dindmica que presentan los
modelos dependen de la complejidad de dicha ecuacién. Los primeros modelos se desarrollaron
en los trabajos [18] y [54]. En la seccién [2.3] se extiende su desarrollo.

Modelos de tasa de interés forward instantanea

En este enfoque se consideran técnicas de célculo estocastico con el fin de construir un
modelo general para la evolucién de la tasa de interés forward instantdnea (definicién . La
principal caracteristica que presentan los modelos en este enfoque es obtener la curva de ren-
dimiento actual del mercado.

El modelo general considera un proceso estocastico de difusion que se define en un espacio
de probabilidad filtrado (2, F,F, P)

df (s,t) = a(s,t) ds+ o(s,t) dWs; (2.1)

donde {Ws, s > 0} es un movimiento browniano d-dimensional y los procesos «a(s,t) y o(s,t)
son procesos Fg-adaptados .

En términos generales, el modelo genera procesos que cumplen la propiedad de no ser mar-
kovianos, ver [I1]. Sin embargo, la importancia de este enfoque se intensifica en la publicacién
del trabajo [30], en el cual David Heath, Robert Jarrow y Andrew Morton establecen que
la evolucién estocastica de la tasa de interés forward instantdnea se determina unicamente
con la estructura de volatilidad o(s,t) al asumir que no existe oportunidad de arbitraje en el
modelo. El resultado, en su versién elemental, se establece en el teorema

Teorema 1. Si la dindmica de la tasa instantdnea forward es dada por la ecuacion (2.1) y
no existe oportunidad de arbitraje, entonces se cumple que

a(s,t) = a(s,t)/ o(s,u) du. (2.2)

27



2.2. Diferentes Enfoques de Modelacion de Tasas de Interés Tesis de Doctorado

donde o(s,u) establece el vector traspuesto de o(s,u).

Demostracidn. A partir de la definicién [ se obtiene que
t
log P(s,t) = —/ f(s,u)du;
S

por lo cual, al utilizar la ecuacién (2.1]) y las definiciones auxiliares o*(s,t) := fst a(s,u) duy
o*(s,t) = fsta(s,u) du se cumple que

t
dlog P(s,t) = f(s,s) ds —/ df (s,u) du
t
=75 ds — / (Q(S,U) ds + o(s,u) dWs)du =rsds —a*(s,t) dt —o*(s,t) dWs;

en la cual se aplica el teorema de Fubini estocéstico que intercambia el orden de las integrales.
Dado que P(s,t) = exp(— f; f(s,u)du), mediante el lema de It6 se obtiene

dP(s,t) = P(s,t)dlog P(s,t) + %P(s, t)(dlog P(s,t))*

1 /

= P(s,t)(rs — a*(s,t) + 5(0*(8,75) o*(s,t))ds — P(s,t)o™ (s, t)dWs. (2.3)

Al aplicar la hipdtesis de que no existe oportunidad de arbitraje, se debe cumplir que la

tasa de retorno instantdanea esperada en la ecuacion (2.3)) es igual a la tasa de interés spot
instantanea 7. Por lo cual, se cumple que

* 1 * * 4

a*(s,t) = 2° (s,t)o*(s,t) . (2.4)

Para obtener la ecuacién ([2.2)) se debe diferenciar la ecuacion (2.4)) con respecto a la variable

t. O

Desde esta perspectiva es posible obtener una gran variedad de modelos en los cuales es
necesario especificar solamente la curva forward inicial del mercado f(0,t) y la estructura de
volatilidad o(s,t) con 0 < s < t.

Modelos de Mercado

El tercer enfoque en la modelacién en tasas de interés se denomina modelos de mercado.
Su objetivo es modelar la tasa de interés forward compuesta (definicién [7]) en contraposicién
a los dos enfoques anteriores en los cuales se modelan las tasas de interés instantaneas.

Este enfoque se origina en la bisqueda de un marco teérico adecuado para las préacticas
habituales en la valuacién de activos financieros que emplean los agentes en el mercado. Estas
practicas consisten en utilizar ciertos modelos de los enfoques anteriores y efectuar varias
simplificaciones con el fin de aplicar la conocida “férmula de Black” que permite valuar deri-
vados financieros, ver el trabajo [7]. Por lo cual, este nuevo enfoque se destaca al proporcionar
modelos en los cuales la valuacién de los derivados se realiza mediante dicha férmula.
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Los modelos de mercado se utilizan principalmente para valuar opciones en renta fija como
son los caps, floors y swaptions, los cuales son los derivados financieros mas transados en los
mercados internacionales. Estos derivados protegen al propietario del activo (brinda el dere-
cho pero no obligacién) frente a cambios en las tasas de interés porque el activo subyacente
es el forward rate agreement o es el swap en tasas de interés. Las definiciones de estos activos
se encuentran en [11].

Existen dos modelos de referencia en este enfoque que se denominan modelos de mercado
Libor y modelos de mercado swap, en los cuales la idea principal es aplicar la técnica denomi-
nada cambio de numerario, ver [5]. Esta técnica propone modificar la utilizacién de la cuenta
de ahorro (definicién [10]) por el precio de mercado de un determinado activo. El cambio a una
nueva medida de probabilidad que se denomina medida forward, logra que la tasa de interés
forward compuesta tenga distribucién log-normal. En el modelo, cada tasa de interés tiene
asociada una estructura de volatilidad determinista y existe correlaciéon temporal entre las
tasas de interés para diferentes tiempos.

Si se desarrolla de manera breve una versién general del modelo de mercado Libor, se asume
un espacio de probabilidad filtrado (Q2, F,F,P) y un conjunto de tiempos Ty < ... < Ty
y se denota 7, = T, — T)—1. La tasa de interés forward compuesta R(t,T;—1,T})) se modela
mediante la ecuacién diferencial estocéstica

dR(ta Tk’—17Tk’) = Gk(t)(z)(R(t’Tk—lka))thka t<Ty1, VeE=1,...M;

donde {W}, t > 0} es un movimiento browniano bajo la medida de probabilidad que presenta
como numerario al precio de un bono cupén cero de vencimiento en tiempo Tj. Es claro que
la tasa forward R(t,Ty_1,T})) es una martingala bajo dicha medida de probabilidad. A su vez,
se asume que la correlacién es constante con respecto del tiempo

AW dWF = pydt; Vi, j=1,..., M.

La eleccién de la funcion ¢ determina la distribucion de la tasa de interés forward. En la
mayoria de los casos se utiliza la funcién ¢(z) = x; mediante la cual se obtiene la distribucién
log-normal que permite aplicar la férmula de Black. Es posible seleccionar también otras
funciones, como por ejemplo ¢(z) = 2P donde p € (0,1) en el cual se obtiene una distribucién
chi-cuadrado no central.

Modelos en Tasas de Interés Spot Instantanea

Como se establece en la seccién este enfoque es el principal para el progreso de la
tesis, el cual modela de forma dindmica la tasa de interés spot instantdnea (definicién E[)
mediante un proceso estocastico. En esta seccion, se desarrolla tedricamente el enfoque de
modelos y se observa que al aplicar los principios de ausencia de arbitraje se arriba a una
ecuacién diferencial en derivadas parciales que debe cumplir el precio del bono cupén cero.
Este marco tedrico permite la generacién de varios modelos que son utilizados en la literatura.

Este enfoque utiliza la nocién que se emplea de manera frecuente en las practicas de mer-
cado que es la técnica del valor presente de los flujos de pagos futuros con el fin de valuar los
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diferentes activos financieros. El precio de un activo se obtiene al descontar sus flujos mediante
cierta tasa de interés que tiene la caracteristica de no ser determinista.

Al desarrollar los modelos se asume que la tasa de interés spot instantanea {r;, ¢t > 0}
cumple la ecuacién diferencial estocéastica

dry = p(t,r)dt + o(t,r)dWy; (2.5)
donde {W;, ¢t > 0} es un movimiento browniano en un espacio de probabilidad filtrado

(Q7 ‘F’ F’ P)'

El precio de un bono cupén cero P(t,T') se considera que es una funcién de dos variables
(r,t) asi como un pardmetro 7" que expresa el vencimiento del bono; es decir P(t,T) = gr(t,r)
siendo gp(t,r) al menos dos veces diferenciable con respecto a ambas variables.

Al aplicar el lema de It6 a la funcién gr(t,7), se obtiene

dgr gr 1%y

dgr(t,r) = == dt+ = dr + 5 == (dr)®
8 15) 1 62
= St I (ult,v) dt + o(tr) AW + 5 S5 (ultr) dE+ ot r) AW
0 0 19?2 9
= (% + %u(t )ty 65502(15, r)) dt + %a(t r) dW,. (2.6)

Si se consideran dos bonos cupén cero de vencimientos en tiempo S y tiempo T y se
construye un portafolio dindmico que unicamente los incluye. Sea ag(t) y ar(t) la fraccién
respectiva de cada bono en tiempo ¢ en el portafolio. La tasa de retorno V; de este portafolio,
es la suma proporcional de las tasas de retornos de cada bono, por lo cual se obtiene

ng(ta T) dgT(t7 T)
gS(taT) gT(tvr) '

avi

v = as(t)

ar(t) (2.7)

Si se sustituye la ecuacién (2.6)) en la ecuacién ([2.7)) se obtiene

W ag®is(®)dt + as)os(E)dWs + ar()jir(£)dt + ar(@)or@)dW;

Vv
= (as®is(t) + ar®)ir(t) )t + (as®)ds(t) + ar(t)or(t) ) dw;

donde

(e s e + S e
/Lz()_ gi(tar) 7

i={S,T}

o1 (¢, 7)o (t,r)dW;
Gi (tv 7”) ’
Al imponer la restriccién que el portafolio dindmico sea considerado libre de riesgo en una

medida de probabilidad de riesgo neutral, se debe cumplir que el factor con respecto al mo-
vimiento browniano sea cero. Ademads al asumir que se realizan estrategias autofinanciantes

Gi(t) =
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(es decir, no ingresa ni egresa ningun dinero al portafolio), se cumple

as +ar =1,

agbs + apopr = 0.

Estas dos ecuaciones tienen como solucién

—or(t) —ds(t)
as(t) = —————, ar(l) = ————~-
s(t) G5(t) — o7(t) r(t) G5(t) — o7(t)
Si se sustituye en la ecuacién ([2.7)), se obtiene
dv; —or(t) s(t)

7 (s Vo5 =65 W5 - &T(t)>dt'

Como el portafolio es libre de riesgo, al asumir la condicién de ausencia de arbitraje se debe
cumplir que la tasa de retorno del portafolio es el misma que la tasa de retorno instantanea
en la cuenta de ahorro. Por lo cual, se obtiene

(2.8)

Tt

Al reescribir la ecuacién (2.8), se alcanza

fis(t) —re _ fur(t) —re,

os(t) — or(t)
lo que permite definir el proceso A(t) que se denomina el proceso de riesgo de mercado,
mediante la ecuacion

At = s = (2.9)
s(t)

En la ecuacién , el proceso riesgo de mercado se interpreta como el exceso en la tasa
de retorno que presenta el bono cupén cero con respecto al activo libre de riesgo (cuenta de
ahorro) por unidad de volatilidad instantdnea. Si se sustituyen los valores de fi(t) y &(t) en
la ecuacion se obtiene que el proceso riesgo de mercado se expresa

d fé) 192 2
Gt )+ 5kt r)ultr) + 553 )0 (t,r) rig(t,7)
A t) = ot or 2 Or _ ) 2.10
W S(t,r)a(t,r) GL(t,r)o(t,r) (210

Si se reescribe la ecuacién (2.10)), se obtiene

dg dg 1 0%

o (6) + (ult.r) = MBo(t,r) 52 (L) + 555

la cual al expresarse en funcién del precio del bono cupén cero de vencimiento en tiempo 7T,
es la ecuacion diferencial en derivadas parciales

(t, 7)o (t,r) — reg(t, ) = 0;

oP OP 1, %P
E(t’T) + (p(t,r) — )\(t)a(t,r))ﬁ(t,T) +30 (t,r)w(t,T) -rnP(t,T)=0. (2.11)
La ecuacién (2.11)) presenta caracteristicas similares a la que se obtiene en el modelo de

Black-Scholes en la aplicacion a activos de renta variable. En este caso, el activo subyacente
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es la tasa de interés spot instantdnea y el bono cupédn cero es el derivado financiero. Para
especificar de manera completa el modelo, es necesario establecer una condicién de borde. En
este caso se aplica una de las hipétesis en la generacién del mercado de bonos, por lo cual para
cualquier tasa de interés spot instantanea r se cumple que el precio del bono en el vencimiento
coincide con su valor nominal, es decir P(T,T') = 1.

La ecuacion diferencial en derivadas parciales brinda la relacion entre la valuacion
de derivados financieros en tasas de interés y el enfoque se denomina riesgo neutral. Es decir,
la utilizacién del teorema de representacién de Feynman-Kac (para mas detalles, ver [3]) en la
ecuacion nos permite obtener el precio del bono cupodn cero en tiempo ¢t con vencimiento
en tiempo T' como el valor esperado del pago final del bono (en este caso el valor nominal) que
se descuenta a su valor presente al utilizar la dindmica de la tasa de interés spot instantanea.
Es decir, se obtiene la férmula de valuacién

P(t,T) = Eq (e_ s ds 1|]-'t); (2.12)

en la cual la medida de probabilidad Q denominada de riesgo neutral es equivalente a la
medida de probabilidad histérica P y se establece mediante el teorema de Girsanov, ver [11],
en el cual el proceso riesgo de mercado juega un rol fundamental en la derivada de Radon-
Nikodym. Es decir, se obtiene que la dindmica de la tasa de interés spot instantanea r;, bajo
la nueva medida Q se representa

dr = (u(t,r) = A(t)a(t,r)) dt + o (r,t) dWi; (2.13)
donde W, = W, + fg A(s)ds es un movimiento browniano bajo la medida Q.

En la ecuacién se obtiene que el mercado que se genera de tasas de interés es incom-
pleto, es decir existen diferentes maneras de valuar los bonos cupdn cero que son consistentes
con la dindmica estocastica de r; y la medida de probabilidad P. Estas formas de valuar los
activos financieros de manera consistente entre ellos se encuentran univocamente relacionadas
con la manera de establecer el proceso de riesgo de mercado. Esto es a causa de que al fijar el
proceso A(t) se establece un tinico cambio de medida de probabilidad Q lo que produce una
Unica manera de valuar los activos.

Al analizar en profundidad la ecuacién , se obtiene que es irrelevante en la modelacién
la forma especifica de los procesos u(t,r) y A(t) siendo el término verdaderamente importante
p(t,r) — A(t)o(t,r), que es la tendencia de la ecuacién. Por lo cual, en la tesis se utiliza el
procedimiento denominado modelacion de martingala que en vez de especificar u(t,r) y A(t)
en la medida de probabilidad P, se establece tinicamente p(¢, ) en la medida de riesgo neutral

Q.

Modelos a considerar

En este enfoque para la seleccién de un modelo particular lo que se debe determinar son las
funciones paramétricas p(t,r) y o(t,r) en la ecuacién en la medida de probabilidad Q, de
cuya consideracién resultan las ventajas y desventajas que presentan los modelos. Es necesario
comprender distintos aspectos que el enfoque permite tanto para el desarrollo de la teoria
como para su implementacion practica. Entre las propiedades més destacables se encuentran
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la existencia de férmulas cerradas tanto para los precios de bonos como para los precios de
ciertos derivados financieros; si las tasas de interés generadas para el instante inicial coinciden
con las tasas de interés observadas en el mercado; el estudio de la estructura de volatilidad en la
evolucién; la posibilidad de generar tasas de interés que cumplan ser estrictamente positivas y
establecer la disponibilidad de técnicas estadisticas que sean adecuadas para aplicar a causa de
la naturaleza de los datos disponibles. Los modelos que se consideran en el capitulo comparten
la propiedad de ser gaussianos. La literatura es amplia en estos temas, entre ellos se destacan
los libros [11] y [49].

Modelo de Vasicek

El modelo propuesto por Oldrich Vasicek en el trabajo [54], modela la tasa de interés spot
instantdnea mediante un proceso de Ornstein-Uhlenbeck de pardmetros constantes en una
dimension mediante

dry = a(b—ry)dt + odWy, 7(0) = ro; (2.14)

donde a, b, o son constantes positivas y {W;, ¢t > 0} es un movimiento browniano.

Como la tasa de interés instantdnea {r;, ¢ > 0} se modela mediante un proceso de
Ornstein-Uhlenbeck, es posible obtener la ecuaciéon que describe la evoluciéon r,,, dado el con-
junto de informacién hasta el tiempo t que cumple ¢ < wu. Si se considera la funcién auxiliar
g(t,r) = re® y se aplica el lema de Ito se obtiene

dg = are® dt + e dr
=are™ dt + e (a(b —r)dt + o dW) = e™ab dt + oe™ dW;.

Por lo cual, se cumple que

g(u,ry) — g(t,m) = ab/ e ds + O’/ e dWy
t t
e™ry — ery = b(e™ — ™) + 0/ e dWs
t
T = e L p(1 — gm0y 4 a/ 50 qw,. (2.15)
t

La ecuacién ([2.15) permite concluir que la tasa de interés spot instantdnea r, tiene dis-
tribucién normal con los momentos

2

E (ry|F;) = ree @@t 4 b(l - e_“(“_t)>; Var (r,|F:) = g—a (1 — e‘Qa(“_t)>. (2.16)
Para analizar la incidencia de los parametros en la evolucion de la tasa de interés spot
instantdnea, es posible discretizar la ecuacién mediante el método de Euler y estudiar el
efecto de modificarlos en cierta cantidad. Si se aumenta el parametro a, no se modifica la tasa
de interés de largo plazo pero se observa una modificacién en la evolucién en el corto plazo
que depende si la tasa de interés se encuentra por debajo o por encima de la tasa de largo
plazo. Si se considera un aumento en el parametro b, en el tiempo posterior se incrementa la
tasa de interés instantdnea y se obtiene ademas que aumenta la tasa de interés en el largo
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plazo. Si se considera un aumento en el parametro o, el cambio en el corto plazo puede ser
positivo o negativo al depender del término aleatorio, sin embargo el efecto en el largo plazo
no sucede sobre la esperanza de la tasa de interés pero si sobre la variabilidad en su evolucion.

Al examinar la situacion a largo plazo, una de las principales caracteristicas que presenta
este modelo es la reversién a la media. Esta propiedad establece que cuando la tasa de interés
spot instantanea se encuentra por encima de la tasa de largo plazo, la tendencia toma el signo
negativo lo cual genera estimulos para que la tasa disminuya hacia su valor b. Lo contrario
ocurre, si la tasa de interés spot instantanea estd por debajo de la tasa de largo plazo. La
velocidad que presenta esta convergencia depende de la magnitud del pardmetro a. En cuanto
a la interpretacion de la propiedad, existen argumentos econémicos a favor de incluirla en los
modelos a causa de que si no se considera, las tasas de interés pueden desviarse de manera
permanente al alza o a la baja lo cual no se observa de manera empirica en el mercado en el
largo plazo.

Al conocer la evolucion de la tasa de interés spot instantanea r; en el modelo de Vasicek
mediante la ecuacion , es posible derivar el precio del bono cupén cero. Existen diferentes
enfoques para la valuacién de este activo, en el trabajo [45] se proponen tres maneras distintas
de abordar el problema. En este caso se considera a la tasa de interés spot instantanea r; como
una variable en la ecuacién , por lo que se cumple

or
Tu _ —a(u—t).
87‘,5 € ’

por lo tanto
T or, T et 1 —a(T—1)
—du = e du=—-(1—e ):= B(t,T).
¢ Or t a
Si se utilizan los precios de bonos cupdn cero que se establecen en la ecuacién (2.12), se
obtiene

8P(t,T) . T Ory —ftT Ty du
(977} =Eq (—( t 877} du)e )
— _ 2(1 _ e_a(T_t)) EQ (6_ ftT Tu du) = —B(t,T)P(t, T)

Al resolver la ecuacién diferencial el precio del bono cupén cero se expresa
P(t,T) = C(t,T)e” B&T) e, (2.17)

para cierta funcién C(t,T). Al aplicar técnicas similares que en la deduccién de la ecuacién
(2.11)), se obtiene que la ecuacién diferencial en derivadas parciales que cumple el precio del
bono cupén cero en el modelo de Vasicek se expresa

0 0 % 92

aP(t, T) + a—np(t, T)(a(b—ry)) + ?aT,?P(t’ T) —rP(t,T) = 0; (2.18)

junto a la condicién final P(T,T) = 1.
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Desde la ecuacion (2.17)), las tres derivadas parciales que se necesitan en la deduccién son

oP . oC —B#tT)re 0B —B#tT)re. oP . —B(t,T)rt. 82P P2 —B(t,T)r¢.
ot ot * —Ogre I g2 =8 Ce ’

por lo cual, se obtiene que la ecuacién (2.18) se expresa

B 2
%E_B” - C’%—trte_B” — BCe Pt (a(b—1y)) + %BQCe_B” —rCe Bt = 0;

la cual se simplifica

oC 0B o?
a — Cgrt — BC(CL(b — Tt)) + 7320 — th =0. (219)

Si se cumple que r; = 0 entonces P(t,T) = C(t,T) y la ecuacién (2.19)) se reduce a

oC
— —a
ot

La solucién de la ecuacién (2.20) con condicién final C(T,T) =1 es la funcién

2
bBC + %320 —0. (2.20)

T 2 T
Ct,T) = exp(—cilb/ (1- e*a(T*“))du + U/ (1- efa(Tfu))zdu)
t t

2a?
b —a(T—t) o
:exp<—b(T—t)+a(1—e )—&—ﬁ(T—t)
+ 0—2(1 — e 2a(T=t)) _ ‘12(1 - e—a<T—t))). (2.21)
4a? a3

Si se denota a la funcién A(t,T) = logC(¢,T) y se ordenan los términos en la ecuacién
(2.21)), se obtiene que la férmula del precio del bono cupén cero en el modelo de Vasicek es

P(t,T) = AT =BT, (2.22)

donde

AL, T) = (b — ;;) (B(t,T) ~T+ t) — :B(t,T)2;

B(t,T) = 1(1 - e*a(T*U).
a

Para analizar la incidencia de los parametros en el precio del bono cupdn cero se estudia
la ecuacion . Un incremento en el pardmetro a disminuye el precio del bono, aunque
la disminucién se torna cada vez menos relevante al aumentar dicho parametro. Se cumple
ademds que la incidencia de este parametro depende de la magnitud del pardmetro o. En
cuanto al pardmetro b, un aumento en su magnitud provoca el comportamiento esperable de
disminuir el precio y un aumento en el pardmetro ¢ provoca un aumento en el precio del bono
aunque el cambio relativo en el precio depende de su magnitud.
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Modelo Ho-Lee

Al analizar el modelo de Vasicek resulta que la curva de rendimiento inicial que genera el
modelo no se ajusta de manera adecuada a las tasas de rendimiento observadas en el mercado.
Esta propiedad se considera una desventaja relativa del modelo. La razén de que esto suceda
es que con tres pardmetros es imposible ajustar la curva en su totalidad, lo que motiva a am-
pliar la busqueda a otros modelos gaussianos en una dimensién que incorporen esta propiedad.

En 1986, Thomas Ho y Sang Bin Lee desarrollan un modelo en el marco de un arbol
binomial (modelo discreto) de precios de bonos, en el trabajo [31]. El modelo es uno de los
primeros que se construye con el fin de replicar todos los precios de bonos observados en el
mercado.

En 1998, Philip Dybvig extendié dicho modelo a tiempo continuo en el trabajo [26]. La
evolucién de la tasa de interés spot instantanea se expresa mediante

d’l"t = H(t) + O'th;

donde o es la volatilidad de su evolucién y 6(t) es una funcién que representa la tendencia del
proceso. Esta funcion tiene el objetivo de ajustar la curva de rendimiento inicial del modelo
a la que se observa en el mercado, la cual se determina de manera analitica desde la manipu-
lacion de los datos observados.

En el modelo, se demuestra que la ecuacién (2.11)) presenta como solucién la ecuacién
(2.22)), aunque en este caso las funciones involucradas cumplen las ecuaciones diferenciales

0A(t,T) 1 5. 9
—_— = B(t,T)— =c°B“(t,T);
o = 0()B(.T) — S0 B2, T);
oB(t,T) 1
oo 7
que tienen como soluciones a las funciones
1
/ O(s)(T — s)ds + i 2T —t)3, (2.23)
B(t,T) = (2.24)

Mediante la ecuacién ([2.23)), la ecuacién (2.24) y la informacién del mercado es posible
obtener la forma funcional de (). Sin pérdida de generalidad, se asume que el tiempo inicial
corresponde a t = 0, por lo cual la tasa de interés spot compuesta (definicién [5) cumple

—TR(0,T) = A(0,T) — rB(0,T). (2.25)
Si se deriva la ecuacién ([2.25)) dos veces con respecto a la variable T, se obtiene
0(t) = f1(0,T) + 0°T:

donde f3/(0,T) es la tasa de interés forward instantdnea del mercado que resulta de la inter-
polacién de los datos disponibles. Por lo cual la férmula del precio del bono cupoén cero en el
modelo de Ho-Lee es

Py (0,7) o2

PT) =l e ((T — ) far(0,8) = ST = 1) — (T - t)rt>.
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Modelo Hull-White

En la busqueda de modelos que cumplen el ajuste a la curva observada del mercado,
John Hull y Alan White, en el trabajo [32], desarrollaron una propuesta que se percibe como
la extensién natural del modelo de Vasicek que cumple dicha propiedad. Se asume que la
dinamica de la tasa de interés spot instantanea es

dry = a(6(t) — r¢)dt + odWr; (2.26)

donde los parametros a y o cumplen el mismo rol que en el modelo de Vasicek y la dife-
rencia consiste en que 0(t) es funcién del tiempo. En el modelo, la ecuacién presenta
como solucién la ecuacién en el que las funciones involucradas cumplen las ecuaciones
diferenciales

‘%@’T) — 0(O)B(t,T) — 50232@,11);
GB(att T) aB(LT) — 1;
que tienen como soluciones a las funciones
A(t,T) = / 0(s)B(s,T) ds + & 37 / B(s, T)?ds; (2.27)
B(t,T) = a(l—e aT=0), (2.28)

Mediante la ecuacién , la ecuacién y una deduccién similar a la que se realiza en
el modelo Ho-Lee, es posible obtener la funcién 6(t). Se asume que el tiempo inicial corresponde
at = 0y acausa de la ecuacién la tasa de interés forward compuesta cumple la ecuacién
. Al derivar la ecuacién dos veces con respecto a la variable T, se obtiene

0() = Fie(0.7) +af (0.7) + 5-(1 = e=7);

donde fa(0,T) es la tasa de interés forward instantdnea del mercado. Por lo cual la férmula
del precio del bono cupoén cero en el modelo de Hull-White es

Py (0,7) o?

P(,T) =l e (B(t,T) Far(0,8) — (1 — e 2)B(¢, T)? B(t,T)rt>.

4a

Modelo G2++

Los tres modelos que se desarrollaron previamente comparten la propiedad de ser unidi-
mensionales. Al considerar estos modelos, se asume de manera implicita que los cambios en
las tasas de interés con vencimiento en tiempo S se encuentran perfectamente correlaciona-
dos con los cambios en las tasas de interés con vencimiento en tiempo 7' (para todo S y T).
Esta situacién provoca que una perturbacion en alguna parte de la curva de rendimiento se
expanda a todos los vencimientos de manera similar. Sin embargo, de manera empirica se
observa que la correlacién que existe entre los cambios en las tasas de rendimiento de bonos
de distintos vencimientos no es perfecta. Lo que motiva a utilizar algiin modelo que tenga en
consideracién esta circunstancia.

37



2.3. Modelos en Tasas de Interés Spot Instantanea Tesis de Doctorado

En el modelo G2++, ver [I1], se propone incrementar la dimensién en la tasa de interés
spot instantdnea pero sin resignar la capacidad de ajuste inicial a la curva observada en el
mercado. Este modelo se compone de dos procesos gaussianos y una funcién determinista que
tiene como propésito el ajuste inicial.

La dindmica de la tasa de interés spot instantanea se modela mediante
Tt =T + Y+ o(1);
donde los procesos {:pt, t> O}, {yt, t> O} y el vector (W}, W2) cumplen que
dry = —ax; dt + o thl; dys = —by dt +n thQ; thI de = p dt;
siendo a, b, o, constantes positivas y —1 < p < 1.

Si se utilizan argumentos similares que en la deduccién de la ecuacion (2.15), se obtiene
que la evolucién de la tasa de interés spot instantanea r, en el mo